VORrROS JOZSEF

Degeneracié és szingularitis a pénzbefektetéses
analizisben

Bevezetés

A pénzbefektetés analizis beruhdzéja b nagysagu tGkéjét n helyre fektetheti
be. A tervperiédus elején az i-edik helyre invesztélt Osszeg nagysdgét jelolje
x, 1= 1,...,n, mely a perédus végén &x; nagysigia hozamot biztosit, és &;-k
egy ismert tipusu egyiittes valOsziniség-eloszlasfiiggvénnyel rendelkeznek.
A beruhédzé Ggy vélasztja meg az x; értékeket, hogy azok maximalizaljak w(§’'x)
hasznossdgfiiggvényét (a vonds transzponéltat jelol és & = [&,, ... &,],
x = [x,,...2,]). Feltessziik, hogy u € U, ahol U a nem csikkend, folytonosan
differencidlhaté konkév hasznosségfiiggvények osztdlya; mésként megfogal-
mazva ez azt jelenti, hogy beruhdzénk kockézatérzékeny.

Beruhdzonk probléméjat az aldbbi médon fogalmazhatjuk meg:

B¢ {u(g'x)} — max (1a)
Lixi—b (1b)
x€K, (1e)

ahol K, varhaté értéket jelol a § valdszin(iségi vektorra vonatkozéan, K pedig
az x; véltozokra egy tovabbi feltételeket megfogalmazé konvex halmaz.
(Az 1 vektor az un. Osszegzb vektor, azaz 17 = [1,...,1].)

A §’x véarhato értékét jelolje O varmnuédé,t pedlg /- ToBIN [4]-ban meg-
mutatta, hogy a fenti kitételeknek eleget tevd ha'-xznoqqé,gl fuggvények kizom -
bosségi gorbéi a (€, Z) sikban monoton névekviek és konkévak; emellett, ha
a &;-k egyiittes eloszldsa normélis, akkor az (1) feladatot az aldbbi médon lehet
megoldani:

meg kell &llapitani a valdszin(iségeloszlas paramétereit,

— el kell allitani a hatékony (adott C-hez a legkisebb Z-t ad6) befektetési
kombindciék halmazat,

— a beruhdzé kozombosségi gorbéjének megfelelGen ki kell vélasztani a
maximalizdl6 kombindciot.

(Lésd az 1. dbrat, ahol X a kozombiosségi gorbesereget, Y pedig a hatékony
kombinéacidk (C, Z) értékeit jeloli.)

A hatékony kombinéciok halmazat Merton az alébbi feladat explicit megol-
désdval dllitotta eld:

I'x'=0
a’x=0 (2)
x'Vx — min,
ahol K(§) = a;; és v;; = cov (&, &), tovadbbd a’ = [a,,...a,] és V = [vy].
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1. dbra. A dontés

A viltozokra vonatkozé nemnegativitési feltételt (2)-hoz csatolva [5] tanul-
mény szintén explicit megolddst kozol. Az eljards kiilonosen hatékony azon
esetekben, amikor létezik (2)-ben C-nek olyan (C'y; 0'}) nyilt intervalluma, mely-
ben az optiméalis megold4s valamennyi komponense pozitiv. A tanulmény bizo-
nyitja, hogy a C'; pontban zérévé vélé véltozé a ¢ < (' intervallumban végig
zéré marad, kovetkezésképpen ebben az intervallumban a rendszerbél elhagy-
haté. Ha a €'y pontban tobb véltozé vélik zérussd, a tanulmény més eljarésok-
hoz hasonléan perturbdciot javasol. A kivetkezs fejezet azt bizonyitja, hogy ha
ebben a €, pontban tobb véltozd véalik zérussd, ezek mindegyike a C < C,
intervallumban zéré.

A pénzbefektetés-elmélethen dllandésult feltevés, hogy a kovariancia-varian-
cia matrix nem szinguldris. Kz fontos kitétel volt mind a [2] mind az [5] tanul-
ményban. A cikk utols6 fejezete ezen kitételt oldja fel és explicit megolddsat
adja a (2) feladatnak, amikor a kovariancia-variancia métrix szinguldris (pozi-
tiv szemidefinit).

1. A degenericio kezelése

Legyen tehit adott az aldbbi n valtozés (n > 2), C-ben paraméteres kvadra-
tikus programozési feladat:

X_>o0 (3a)
1'% == b (3b)
a'x = (3c)
. % Z2(0) = max[ ; x’Vx] " (3d)

Legyen m olyan index, melyre 1 < m <= n, tovabhé legyen M — i1 g
=tz m}; N ={ilm+ 1= i< n}é E olyan métrix, mely E = 1l ahol
0 egy mx (n — m)-es zéré métrix, az I pedig egy (n — m) X (n — m)-es egység-

méatrix.

1. tétel: A (3) feladatban a kovariancia-variancia métrix legyen pozitiv defi-
nit, a ¢y, << ¢ < Cy intervallumban pedig az optimélis megoldds valamennyi
komponense pozitiv értékii. A C'; pontban legyen x;, = 0, i € N; x; > 0, i € M,
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valamint az a vektor els m komponense kozitt legyenek kiilonbozdek. Ekkor a
C = O, intervallumban a (3) feladat megolddsat az

x>0
1'x2s B (4)

iy 72 (C) = max { . x’Vx]
2 2

feladat megoldésa adja.

A tétel megfogalmazdséhoz néhdny megjegyzést fliziink: a feltételek szerint
a (3) feladat optimalis megolddsa azzal az elényss tulajdonsdggal rendelkezik,
hogy a (Cy; ) intervallumban valamennyi komponense pozitiv. Ebben az in-
tervallumban a (3) feladat tehat ekvivalens a (2) feladattal, kovetkezésképpen
Lagrange-problémaként is felfoghaté. Ezen Lagrange-megoldas utolsé (n — m)
komponense zérév4 vélik a C', pontban, igy a (3) feladat és a (4) feladat ebben
a pontban ekvivalens. A (4) feladat m valtozés problémaként is kezelhetd, mely
szintén rendelkezik azon tulajdonsdggal, hogy létezik olyan O, példdul a C,,
amelyben az optimalis megoldés valamennyi komponense pozitiv. Igy, ha téte-
liinket bizonyitjuk, a (3) feladat megolddsat — a kimondott feltételek mellett —
olyan elGjelkitetlen feladatok megolddsanak sorozataként allitjuk els, melyek
mérete minden iterdcios lépéshen csokken.

Bizonyitds: A 3. feladathoz a

D(x, u) — - -~1—x’Vx + (b — 1'x) + uy(C — a’x)
9 1

Lagrange-fiiggvény tartozik, a K7 feltételeket pedig az aldbbi rendszer fogja
Ossze:

b = —Vx — 1u, — au, < 0; (5a)
ox
I'x ='h (5b)
8'x=0C (5¢)
x’ ki 4l 0 (5d)
ox
x>0. (5e)
Ezutén tekintsiik a
1’ =0
a’x=0C (6)
Ex =0

higl Z*((C) = max [ oty x’Vx]
2 2
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feladatot. Az 1. tételben kimondott feltételek mellett a valtozok folytonossdga
miatt a C';-nak biztosan létezik olyan kornyezete, melyben a (6) feladat ekviva-
lens a (4) feladattal. Most megmutatjuk, hogy a C-nak létezik olyan bal oldali
kornyezete, melyben a (6) feladat optimélis megolddsa kielégiti a (3) feladat (5)
alatti KT feltételeit.

A (6) feladathoz tartozé Lagrange-fiiggvény az alabbi:

D(z, u) = —~—;—-X'VX + wy (b — 1'x) + up(C — a’x) — x"Eu,,

ahol az u, vektor (n — m) Lagrange szorzot tartalmaz.
A (6) feladathoz csatolando elsrend feltételeket az alabbi egyenlGségek fogjék

0ssze:

~-Vx — 1y, — au, — Eug =0 (7a)
I'x =b (7b)
#x = (7¢)
Hx=0 (7d)
(7a)-bol V pozitiv definit volta miatt
x = —V-1u, — V-lau, — V-1Eu,. (8)

Legyen V-1 —=M, f = I'M1; d — a’Ml; e — a’Ma, és az M métrixot particio-
naljuk az alabbi mddon:

M ‘M, M,
NI m |: s (3 ATH 11 12 .
M, M,, My,
ahol az M,, métrix m X m-es, és M particiondlasinak megfelelGen a’” — [a]; a,],

ahol a, m elemii vektor.
(8)-bol:
b=1Vx= —fu;, — du, l’[ :[[m]u;,
22 (9)

M.,
C=a'x= —du e, — a’ | = 2 |u,
1 2 M2 3

2

és mivel az x vektor utolsé (n — m) komponense zéro, szintén (8) felhaszndlésé-
val:
0 = —M,lu, — M,au, — M,,u,,

melybdl V pozitiv definit volta miatt
u; = —MzpM,1u, — Mz M,au,. (10)
u, értékét (9)-ben felhasznalva

b= —uy(f — f) — uy(d — d) (11)

C = —uy(d — d) — uye — &),






